Priebeh funkcie

L’Hospitalove pravidla
Tvrdenie 1 L’Hospitalovo pravidlo (lahké)

Nech a € R* = RU {—o00; 00}, funkcie f,g si definované na U*(a). Nech:
e lim f(z) =0 a lim g(z) =0,
o Yz elU*(a): f,g € D({z}), kde ¢'(x) # 0.

Ak ezistuje lim /(@) = A, tak existuje lim M =A, Ae R

e g () e g(a)

Tvrdenie 2 L’Hospitalovo pravidlo (tazké)
Nech a € R* = RU {—o0; 00}, funkcie f,g si definované na U*(a). Nech:

o lim [g(x)] = o0,
o Yz elU*(a): f,g € D({z}), kde ¢'(x) # 0.

Ak existuje lim m = A, tak existuje lim M =A, AeR".

2 g () wa g(z)

Monoténnost funkcie

Tvrdenie 3 Postacujica podmienka rydzomonotonnosti funkcie
Nech funkcia f je diferencovatelnd na (a,b) a f'(x) > 0 (f'(z) < 0) pre vSetky = € (a,b). Potom
je funkcia f rastica (klesajica) na (a,b).

Tvrdenie 4 Nutnd a postaciujica podmienka monoténnosti funkcie
Nech funkcia f je diferencovatelnd na (a,b). Funkcia f je neklesajica (nerastica) na (a,b) prdve
vtedy, ked f'(x) >0 (f'(z) <0,) pre vSetky = € (a,b).

Definicia 1 Nech funkcia f je definovand na intervale (a,b), a,b € R a nech xg € (a,b). Hovo-
rime, Ze funkcia f md v cisle xo lokdlne mazimum (lokdlne minimum), ak existuje také okolie
U(xo), Ze pre vietky x € U(xo) je f(x) < f(zo) (f(z) > f(0)).

Ak pre vietky x € U(xo), = # xo, plati f(z) < f(zo) (f(z) > f(xo)), hovorime, Ze funkcia md v
xo ostré lokdlne maximum (ostré lokdlne minimum).

Lokdlne mazimd a minimd sa oznacuju spolocnym ndzvom lokdlne extrémy.

Veta 1 Nech funkcia f je spojitd v é&isle xg. Nech existuje také lavé okolie éisla xg, v ktorom
je funkcia f meklesajica (nerastica, rastica, klesajica) a také pravé okolie cisla xq, v ktorom je
funkcia f nerastica (neklesajica, klesajica, rastica). Potom funkcia f md v xg lokdlne mazimum
(lokdlne minimum, ostré lokdlne maximum, ostré lokdlne minimum).

Veta 2 Fermatova veta
Ak funkcia f md v éisle xg lokdlny extrém a md v tom disle derivdciu, tak f'(xg) = 0.

Definicia 2 Staciondrny bod funkcie f je cislo xy patriace do definicného oboru funkcie f, v
ktorom f'(xz¢) = 0.

Funkcia f moZze mat lokalny extrém len v stacionarnych bodoch alebo v bodoch, v ktorych neexis-
tuje prva derivacia.

Tvrdenie 5 1. postacujica podmienka pre lokdlne extrémy Nech funkcia f je spojitd v ¢isle
xg. Nech ezistuje také lavé okolie ¢isla xq, Ze pre vetky x z tohto okolia je f'(x) > 0 (f'(x) <0,
f'(x) > 0, f'(z) < 0) a také pravé okolie isla xo, Ze pre vietky x z tohto okolia je f'(x) < 0
(f'(z) >0 f'(x) <0, f'(z) > 0). Potom funkcia f md v cisle o lokdlne mazimum (lokdlne
minimum, ostré lokdlne mazimum, ostré lokdlne minimum).



Tvrdenie 6 2. postacujica podmienka pre lokdlne extrémy Nech funkcia f je dvakrdt dife-
rencovatelnd v ¢isle xo, f'(x9) =0 a f"(x¢) # 0. Funkcia f md v &isle zy ostré lokdlne minimum,
ak f"(x) > 0 a ostré lokdlne mazimum, ok f"(z) < 0.

Tvrdenie 7 ZovsSeobecnend postacujica podmienka pre lokdlne extrémy
Nech funkcia f € D™ ({xo}), n € N. Nech f"(zo) = f"(x0) = f®(xg) = ... = f®D(z9) =0 a
f™) (z0) #0, n > 2. Potom

1. ak n je pdarne, tak f md v ¢isle xo ostré lokdlne mazimum pre f"(xq) < 0 a ostré lokdlne
minimum pre f™ (zq) > 0,

2. ak n je nepdrne, tak f nemd v ¢isle xq lokdlny extrém.
Konvexnost a konkadvnost funkcie. Inflexné body funkcie

Definicia 3 Nech funkcia f je definovand na intervale I = (a,b).Hovorime, Ze funkcia f je na I
konvexnd, ked ¥y, xe,x3 € I, 1 < 12 < 3 plati:

f(x2) — f(21) < f(x3) — f(x1) < f(x3) — f(x2)

To — I - Ir3 — I1 - Tr3 — T2

Ked tieto nerovnosti maji miesto < znak < alebo > alebo >, hovorime o rydzokonvernej, konkdvnej,
resp. rydzokonkdvnej funkcii.

Definicia 4 Nech funkcia f je diferencovatelnd v bode xo. Hovorime, Ze funkcia f je rydzokonvernd
(rydzokonkduna) v bode xg, ak existuje také okolie U(xg) bodu xo, Ze Yz € U(xo) plati f(x) >

F@o) + f'(wo) (@ — o) (f(x) < flzo) + f'(z0)(z —x0)).

Veta 3 Nech funkcia f md derivdciu na intervale (a,b), a,b € R. Potom funkcia f je konvexnd
(konkdvna, rydzokonvexnd, rydzokonkdvna) na (a,b) prdve vtedy, ked f' je neklesajica (ne-
rastica, rastica, klesajica) na (a,b).

Veta 4 Nech funkcia [ je spojitdé na intervale (a,b), a,b € R a md na (a,b) druhi derivdciu.
Potom funkcia f je na {(a,b) konvexnd (konkdvna) prive vtedy, ked Vx € (a,b) f"’(z) > 0
(f"(x) <0). Nutnd a postacujica podmienka konvexnosti (konkdvnosti) funkcie.

Ak Vx € (a,b) plati, Ze f"(x) > 0 (f"(x) < 0), tak funkcia f je rydzokonvexnd (rydzokon-
kdvna) na (a,b) . Postacujica podmienka rydzokonvexnosti (rigdzokonkdvnosti) funkcie.

Veta 5 Nech funkcia f je definovand v nejakom okoli Us(xo) bodu oy a md v xq derivdciu f'(xo).
Bod xg nazijvame inflexnym bodom funkcie f, ak

e funkcia f je konveznd na U; (xo) a konkdvna na Us (zo),
alebo

e funkcia f je konvernd na Uy (o) a konkdvna na Uy (z).

Veta 6 Nutnd podmienka existencie inflexného bodu Ak funkcia f md v isle xg inflexny
bod, tak f"(xo) = 0.

Asymptoty

Priamku, ktord ma rovnicu z = a, nazyvame asymptotou bez smernice, ozn. ABS, grafu
funkcie f, ak funkcia f m4 v ¢isle a nevlastnu limitu alebo nevlastni limitu zl'ava alebo nevlastna
limitu sprava.

Priamku, ktord mé rovnicu y = kx + ¢, nazyvame asymptotou so smernicou, ozn. ASS,
grafu funkcie f, ak plati
lim [f(z) — (kz+¢)] =0

Tr— 00

alebo
lim [f(z) — (kz + q)] = 0.

T——00



Veta 7 Ak existuju limity

alebo

b=t (P i (7~ kel

tak priamka y = kx + q je ASS grafu funkcie f.

Priebeh funkcie Poznatky, ziskané v predchadzajtcich kapitolach, vyuzijeme pri vySetrovani
zakladnych vlastnosti funkcii a k nakresleniu ich grafov.

Ak chceme vySetrit priebeh funkcie, musime postupne vyriesit nasledujice tlohy:
1. Uré¢it defini¢ny obor a obor hodnot funkcie.
2. VySetrit parnost, neparnost, ohrani¢enost, periodi¢nost funkcie. Najst nulové body funkcie.

3. Rozhodnut o spojitosti funkcie na definiénom obore (t.j. najst body nespojitosti a ur¢it
intervaly, na ktorych je funkcia spojita).

4. Uréit jednostranné limity v bodoch nespojitosti, limitu v krajnych bodoch intervalu, na kt.
je funkcia definované,resp. limitu pre x — Foc.

Néajst asymptoty bez a so smernicou, teda ABS, ASS.
Vysetrit monoténnost funkcie (néjst intervaly, na ktorych je funkcia rastica alebo klesajtca).
Néajst lokdlne extrémy funkcie, teda lokdlne maximum a lokidlne minimum.

Vysetrit konkévnost a konvexnost funkcie, najst inflexné body.
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Nakreslit graf funkcie.
Vysetrite priebeh funkcie:
1. f(x)=2%+3z

2. f(z) =16x(x —1)3

3. flx) = sz o

4 f(x) = 2z —1)(@+1)
5. f(z) = 92962

6. flw) = lixe

T f@) =

s 1) =

9. fr) = 5

10. f(z) =2 ‘f

11. f(z) =3z + xi
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flr) =2+ &

)
@)= ——
flx)=V1-a?
fley =
flz) =132
f(z) =z + 2arctgx
f(z) = e
f(@) = et
fa) =<
f(z) = zarctgx
f(z) = sinz + cosz



